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BORNE UNIFORME POUR LES HOMOTHETIES DANS L'IMAGE 
DE GALOIS ASSOCIÉE AUX COURBES ELLIPTIQUES 

AGNÈS DAVID 



RÉSUMÉ. Let K be a fixed number field and Gk its absolute Galois group. We give 
a bound C(K), depending only on the degree, the class number and the discriminant 
of K, such that for any elliptic curve E defined over K and any prime number p 
strictly larger than C(K), the image of the représentation of Gk attached to the p- 
torsion points of E contains a subgroup of homotheties of index smaller than 12. 
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Introduction 

L'objet de cet article est de démontrer un résultat asymptotique et uniforme sur la 
taille du sous-groupe des homotheties contenu dans l'image de la représentation associée 
aux points de torsion d'une courbe elliptique. 

Le cadre précis est le suivant. On fixe un corps de nombres K ; on en fixe également 
une clôture algébrique K et on note Gk le groupe de Galois de K sur K. On désigne 
par d le degré de K sur Q et h son nombre de classes d'idéaux. On fixe une courbe 
elliptique E définie sur K et p un nombre premier supérieur ou égal à 5. On note E p 
l'ensemble des points de E dans K qui sont de p-torsion ; c'est un espace vectoriel de 
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2 AGNES DAVID 

dimension 2 sur F p , sur lequel le groupe de Galois absolu Gk de K agit ¥ p - linéairement. 
On désigne par <p p la représentation de Gk ainsi obtenue ; elle prend ses valeurs dans 
le groupe GL(E p ) qui, après choix d'une base pour E p , est isomorphe à GL2(F p ) ; on 
note G p l'image dans GL(E p ) de la représentation <p p . 

Le groupe G p est isomorphe au groupe de Galois de l'extension du corps K obtenue 
en lui adjoignant les coordonnées des points de p-torsion de E dans K. Cette extension 
est « asymptotiquement grosse » au sens du théorème suivant. 

Théorème (Serre, [Ser72 ). On suppose que la courbe E n'a pas de multiplication 
complexe. Alors il existe une borne C(K,E), ne dépendant que de K et de E et telle que 
pour tout p strictement supérieur à C(K,E), la représentation ip p est surjective. 

Des formes explicites pour la borne C(K, E) ont été établies par Masser et Wùstholz 
dans |MW93| (voir également [PelOl] ). 

La question, posée dans |Ser72| . d'éliminer la dépendance en la courbe elliptique E 
dans la borne C(K,E), pour obtenir une version uniforme du théorème, s'est révélée 
ardue. D'importants résultats ont néanmoins été obtenus dans cette direction lorsque le 
corps de base est celui des rationnels Q. Mazur a ainsi montré dans [Maz78j que, si p n'est 
pas dans l'ensemble {2, 3, 5, 7, 13, 11, 17, 19, 37, 43, 67, 163}, alors la représentation ip p est 
irréductible. Plus récemment, Bilu et Parent ( |BPj ) ont établi l'existence d'une borne 
absolue pour les nombres premiers p pour lesquels G p est inclus dans le normalisateur 
d'un sous-groupe de Cartan déployé (voir partie [T.2.11 pour la définition), lorsque E n'a 
pas de multiplication complexe. Dans le domaine des résultats uniformes sur les points de 
torsion de courbes elliptiques, on mentionne également (et on utilisera dans la partie [3|) 
les travaux de Merel (|Mcr96j) et Parent ( |Par99j ). qui permettent de borner l'ordre d'un 
point de torsion de E en fonction du degré du corps de nombres sur lequel il est défini. 

Sans condition sur l'anneau des endomorphismes de la courbe E, on peut prouver 
l'existence une borne C'(K,E) telle que, si p est strictement supérieur à C'(K,E), alors 
l'image G p de ip p contient les carrés des homothéties de GL(E p ). Le but de cet article 
est d'obtenir une version uniforme de ce résultat. 

Des questions semblables (asymptotiques et uniformes) sur les homothéties ont été 
traitées par Eckstein dans sa thèse ( |Eck05| ). y compris pour la représentation associée au 
module de Tate de la courbe E et pour des variétés abéliennes à multiplications complexes 
de dimension quelconque. Néanmoins, un cas, où la représentation (p p est réductible, n'est 
pas couvert par le résultat énoncé dans [Eck05j (voir théorème 18 ou §2.6.3). Par ailleurs, 
les méthodes employées ici diffèrent en grande partie de celles de |Eck05]. Les théorèmes 
ci-dessous apportent ainsi une réponse complète et, dans certains cas, plus précise à la 
question des homothéties contenues dans l'image de la représentation ip p . 

Théorème. On suppose que le corps K est différent de Q et que le nombre premier p 
est non ramifié dans K . 

• On suppose la représentation ip p irréductible. Si p est supérieur ou égal à 17, 
alors G p contient les carrés des homothéties. Si de plus p est congru à 1 modulo 4, 
alors G p contient toutes les homothéties. 

• On suppose la représentation ip p réductible. Si p est strictement supérieur à (1 + 
3 ) 2 , alors G p contient un sous- groupe d'indice divisant 8 ou 12 des homothéties. 
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Dans un article à venir (|Davj), on donnera un résultat plus précis pour le cas où la 
représentation ip p est réductible : en poursuivant les méthodes de |Mom95j (et quitte 
à augmenter la borne inférieure pour p), on montrera que G p contient tous les carrés 
des homothéties, sauf dans un cas précis où le corps K contient le corps de classes de 
Hilbert d'un corps quadratique imaginaire et où la représentation cp p présente de grandes 
similarités avec celle qui proviendrait d'une courbe elliptique ayant des multiplications 
complexes. 

Dans le théorème ci-dessus, on ne suppose K différent de Q que pour utiliser, dans le 
cas d'une représentation ip p réductible, les bornes sur l'ordre des points de torsion de E 
qui figurent dans [Mer96j ou [Par 99]. Lorsque le corps de base est Q, les même méthodes, 
associées au résultat de Mazur ([Maz78j) sur l'irréductibilité de la représentation (p p , 
donnent l'énoncé suivant. 

Théorème pour Q. On suppose que le corps K est égal à Q. Si p est supérieur ou égal 
à 23 et différent de 37, 43, 67 et 163, alors G p contient tous les carrés des homothéties. 
Si de plus p est congru à 1 modulo 4, alors G p contient toutes les homothéties. 

Au cours de la démonstration du théorème dans le cas irréductible (partie I2.2[) , on 
a explicité la proposition suivante, généralisation à un corps de base K quelconque du 
lemme 18 (§8.4) de [Ser81] valable sur Q. 

Proposition. On suppose que p est strictement supérieur à 20d + 1. Alors G p n'est pas 
un sous-groupe exceptionnel. 

Le théorème a par ailleurs comme conséquence la borne inférieure uniforme suivante 
pour le nombre de points qui sont à la fois multiples et conjugués galoisiens d'un même 
point d'ordre p (la formulation de ce corollaire est inspirée de la partie 3 de [Lan65j ) : 

Corollaire. On suppose p non ramifié dans K et strictement supérieur à (1 + 3 ) 2 . 
Soit P un point de E dans K, d'ordre p. Alors l'ensemble des points du sous-groupe 
de E p engendré par P qui sont aussi dans l'orbite de P sous l'action de Gk est de 
cardinal supérieur ou égal à ^-. 

L'équivalent du théorème ci-dessus pour la représentation de Gk associée au module 
de Tate de la courbe E fournirait une borne inférieure uniforme semblable pour tous les 
points dont l'ordre est une puissance de p. Eckstein a obtenu de tels résultats lorsque la 
représentation ip p est irréductible et dans certains cas où elle est réductible (théorème 18 
de [E"ck05j ; voir également |Win02j pour une version non uniforme). 

On distingue pour la démonstration du théorème les différents types de sous-groupes 
maximaux de GL(E p ) pouvant contenir l'image de la représentation ip p . La liste et les 
propriétés de ces sous-groupes, établie dans [Ser72j . est rappelée dans la partie [TJ 

Dans la partie[2J on traite le cas où la représentation ip p est irréductible. On y démontre 
(partie I2.2|) la proposition énoncée ci-dessus. Lorsque l'image G p de ip p est incluse dans 
le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan (partie l!Oj) . on constate que la structure 
d'un tel groupe, alliée à une hypothèse de surjectivité du déterminant de ip p , suffit à 
assurer la présence dans G p des carrés des homothéties. 

Dans la partie [3j on traite le cas où la représentation tp p est réductible. On s'inspire 
pour cela de l'étude du caractère d'isogénie menée par Mazur ( |Maz78| ) puis Momose 
([Mom95j). Après un rappel de ses propriétés locales (parties [3.11 et 133]) . on observe, 
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grâce à la théorie du corps de classes, que l'obstacle principal à la présence d'un gros 
sous-groupe des homothéties dans G p est l'existence d'un point de la courbe E défini sur 
une « petite > extension du corps de base K. Les nombres premiers p pour lesquels une 
telle situation survient sont alors contrôlés par les bornes uniformes ([Mer96j, |Par99| ) 
pour l'ordre des points de torsion des courbes elliptiques en fonction du degré du corps 
de base. 

Je tiens à remercier ici Jean-Pierre Wintenberger, qui a initié et encadré ce travail, 
ainsi que John Boxall pour m'avoir indiqué les arguments de la partie 12.31 et les fruc- 
tueuses discussions lors de la rédaction de cet article. 

1. SOUS-GROUPES MAXIMAUX DE GL 2 (F p ) 

Soit V un espace vectoriel de dimension 2 sur ¥ p . Serre a décrit dans |Ser72| (§2) 
les sous-groupes maximaux du groupe GL(V) (qui est isomorphe à GL2(F p )) ; pour la 
commodité du lecteur, on rappelle ici les différents types de tels sous-groupes et celles 
de leurs propriétés qui serviront dans la suite du texte. 

1.1. Sous-groupes exceptionnels. Un sous-groupe de GL(V) est dit exceptionnel ( |Ser72j 
§2.5) si son image dans PGL(F) est isomorphe à l'un des groupes alternés ou symétrique 2I4, 64 
ou 2I5. On remarque que cette image est alors formée d'éléments d'ordre inférieur ou égal 

à 5. 

1.2. Sous-groupes de Cartan et leurs normalisateurs. 

1.2.1. Déployé. Soient D\ et D2 deux droites distinctes de V. Les éléments de GL(V) 
qui fixent (globalement) D\ d'une part et D2 d'autre part forment un sous-groupe Cd 
de GL(V), appelé sous-groupe de Cartan déployé (associé à D\ et D2). Un tel sous- 
groupe est d'indice 2 dans son normalisateur N(Cd) ; les éléments de N{Cj) qui ne sont 
pas dans Cd sont alors tous les éléments de GL(V) qui échangent D% et D2 ( |Ser72j 
§2.1. a et §2.2). 

Dans une base de V dont les vecteurs engendrent D% et D2, Cd est formé des matrices 
diagonales ; il est abélien de type (p — l,p — 1) ; dans cette même base, les éléments de 
N(Cd)\Cd sont les matrices anti-diagonales. 

L'ensemble des éléments de Cd qui opèrent trivialement (point par point) sur D\ 
forme un sous-groupe, appelé demi-sous-groupe de Cartan déployé. Un tel sous-groupe 
est cyclique, d'ordre p— 1 ; dans une base choisie comme précédemment, il est formé des 
matrices diagonales dont le premier terme diagonal vaut 1. 

1.2.2. Non déployé. Soit A une sous-F p -algèbre de End(F) qui est un corps à p 2 éléments. 
Alors le groupe multiplicatif C n d de A est un sous-groupe de GL(V), appelé sous-groupe 
de Cartan non déployé. Un tel sous-groupe est cyclique et de cardinal p 2 — 1 ; il est d'in- 
dice 2 dans son normalisateur N(C n d) et les éléments de N(C n d)\C n d sont les éléments 
de GL(V) qui agissent par conjugaison sur C n d par élévation à la puissance p ( |Ser72j 
§2.1.b et §2.2). 

En termes matriciels, il existe un élément a non carré de F* et une base de V dans 
laquelle C n d est formé des matrices : 

" ^ (a,6)€F2\{(0,0)} 
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Dans cette même base, les éléments de N{C n< i)\C n( i sont alors les matrices : 



(l _ 6 a a ),M)eF2\{(o,o)} 



1.3. Sous-groupe de Borel. Soit D une droite de V. Les éléments de GL(V) qui 
stabilisent D forment un sous-groupe de GL(V), appelé sous-groupe de Borel. Un tel 
sous-groupe est de cardinal p(p — l) 2 ; dans une base de V dont le premier vecteur 
engendre D, il est constitué des matrices triangulaires supérieures ( |Ser72j §2.3). 

1.4. Classification. La classification suivante regroupe la proposition 15 (§2.4) et la 
partie 2.6 de [Ser72| . 

Sous-groupes maximaux de GL2(F p ). Soit G un sous-groupe de GL(V). 

(1) Si l'ordre de G est premier à p, alors on est dans l'un des deux cas suivants : 

(a) G est un sous-groupe exceptionnel ; 

(b) G est contenu dans le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan. 

(2) Si p divise l 'ordre de G alors on est dans l 'un des deux cas suivants : 

(a) G contient SL(V) ; 

(b) G est contenu dans un sous-groupe de Borel. 

On recherchera donc des homothéties dans l'image de la représentation cp p en distin- 
guant selon les cas de cette classification. 

2. Cas d'une représentation irréductible 

Dans cette partie, on traite le cas où la représentation ip p est irréductible ; les résultats 
obtenus sont résumés dans la partie 12.41 

Dans la forme finale du théorème de l'introduction, le nombre premier p est supposé 
non ramifié dans le corps K. On s'est néanmoins attaché à établir aussi, dans la mesure 
du possible, des énoncés ne dépendant que du degré de K (proposition \'1.'2\ 12.81 et 12. V\ 
corollaire I2.6J) et théorème 1 de la partie I2.4|) . 

Notations 2.1. 

(1) On note e p le plus petit indice de ramification dans l'extension K/Q) d'une place 
de K au-dessus de p ; il est borné par le degré d du corps K. 

(2) Le déterminant de la représentation ip p est le caractère cyclotomique ( [Ser72j . 
page 273). On note ô p l'ordre du sous-groupe de F* image de G p par le déterminant ; ô p 
est égal au degré de l'extension K(fj, p )/K, qui est aussi celui de l'extension Q(/^ p )/(Q(// p )n 
K) (fi p désignant l'ensembles des racines p-ièmes de l'unité dans C). Ainsi, 5 P 

vaut p — 1 si et seulement si les corps K et Q(/z p ) sont linéairement disjoints ; 
l'extension Q(/i p )/Q étant totalement ramifiée en p, c'est notamment le cas 
si le nombre premier p est non ramifié dans K. En général, ô p est divisible 
P ar ^nv-X~ ^_i~i ! il possède donc un diviseur supérieur ou égal à 2=-. 
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2.1. Sous-groupe d'ordre divisible par p. 

Proposition 2.2. On suppose que G p contient SL(E P ). Alors G p contient l'image réciproque 
par le déterminant de det(G p ) ; en particulier, G p contient le sous-groupe des homothéties 

d'ordre 2pgcd (ô p , ^-J, qui est supérieur ou égal à 2=-. 

Démonstration. Le sous-groupe des homothéties dont le déterminant est dans det(G p ) 
est exactement celui d'ordre 2pgcd lô p , 2=- J, cet ordre étant égal à 2ô p si ô p divise 2=- 
et à ô p sinon. □ 

Corollaire 2.3. On suppose que le déterminant de <p p est surjectif dans F* et que G p 
contient SL(E p ) ; alors la représentation ip p est surjective. 

2.2. Sous-groupes exceptionnels. Dans cette partie, on montre que, lorsque p est 
strictement supérieur à une borne ne dépendant que du corps K, l'image G p de la 
représentation (p p n'est pas un sous-groupe exceptionnel de GL(E p ). Ce résultat est un 
analogue du lemme 18 (§8.4) de [Ser81j qui est valable sur Q (les lemmes 26 et 27 (§2.1.2) 
de |Eck05j présentent une discussion similaire ; voir aussi dans [Ser72j les arguments de 
la proposition 17 (§2.7) et de §4.2b)). 

Proposition 2.4. On suppose que p est strictement supérieur à 20e p + l ; alors G p n'est 
pas un sous-groupe exceptionnel de GL(E P ). 

La démonstration de la proposition 12 .41 utilise le lemme suivant (analogue au lemme 18' 
(§8.4) de [SërSIj ). 

Lemme 2.5. L'image de G p dans PGL(E P ) contient un élément d'ordre supérieur ou 
égal à 2g. 

Démonstration. On raisonne comme dans la démonstration du lemme 18' (§8.4) de [Ser81] . 

Soit p une place de K au-dessus de p dont l'indice de ramification dans K/Q est 
égal à e p . On note Kp le complété de K en p et on fixe une place de K au-dessus 
de p ; ce choix donne un plongement du groupe de Galois absolu Gk p de K p dans Gk ■ 
On trouvera l'élément d'ordre recherché dans l'image par (p p du sous-groupe d'inertie 
de Gk p ; on raisonne pour cela selon le type de réduction semi-stable de E en p. 

On suppose d'abord que l'invariant j de E n'est pas entier en p. Alors E a poten- 
tiellement réduction multiplicative en p et il existe une extension Kp de Kp, de degré 
inférieur ou égal à 2, sur laquelle E devient une courbe de Tate ( [Sil92j appendice C 
théorème 14.1). D'après le §1.12 de |Ser72j . il existe alors une droite W de E p stable par 
le sous-groupe d'inertie Ijç> de Gjc ; l'action de Ijç> sur W est donnée par le caractère 
fondamental de niveau 1 du groupe d'inertie modérée de Kp élevé à une puissance égale 
au degré de ramification de KL sur Q p (celui-ci divisant 2e p ) ; l'action de I K > sur le quo- 
tient de E p par W est triviale. Le caractère fondamental de niveau 1 de l'inertie modérée 
de Kp étant surjectif dans F*, on obtient que G p contient la puissance 2e p -ième d'un 
demi-sous-groupe de Cartan déployé (voir partie IL~2.ip ; l'image dans PGL(E P ) d'un tel 
sous-groupe contient un élément d'ordre — cd( -^~ — — pr, qui est supérieur ou égal à ^-. 

On suppose ensuite que l'invariant j de E est entier en p. Alors il existe une exten- 
sion KL de Kp sur laquelle E a bonne réduction. On peut choisir KL d'indice de rami- 
fication sur Kp divisant l'ordre du groupe des automorphismes de la courbe elliptique 
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obtenue par réduction au corps résiduel de KL ( |ST68] §2, démonstration du théorème 2) ; 
comme p est supposé supérieur ou égal à 5, ce groupe est cyclique d'ordre 2, 4 ou 6. Quitte 
à tordre la courbe E par un caractère quadratique (ce qui ne change pas l'image de G p 
dans PGL(-Bp)), on peut se ramener d'un indice de ramification 6 à 3; ainsi, on peut 
supposer que l'indice de ramification de K'^ sur K p est inférieur ou égal à 4 ; on le note e p . 
On raisonne ensuite selon les propriétés du groupe formel associé à E sur KL,. 

Si ce groupe formel est de hauteur 1 (réduction ordinaire), alors, comme dans le cas 
de réduction multiplicative (|Ser72j proposition 11, §1.11 ; [Eck05| lemme 22, §2.1.1), 
l'image par tp p du sous-groupe d'inertie de G K > contient la puissance e p e p -ième d'un 
demi-sous-groupe de Cartan déployé ; son image dans PGL(_E P ) contient un élément 



d'ordre r r - 

Si le groupe formel est de hauteur 2 (réduction supersingulière) et que le polygone de 
Newton de la multiplication par p a deux pentes distinctes, alors le sous-groupe d'inertie 
de Gk> contient un élément d'ordre p (voir [Ser8ï] §8.4 Lemme 18' b2 et le lemme 25 
(§2.1.1) de |Eck05j ) ; il en est donc de même pour son image dans PGL(E P ). 

Enfin, si le groupe formel est de hauteur 2 et que le polygone de Newton de la multi- 
plication par p a une seule pente, alors l'image par (p p du sous-groupe d'inertie de G K i 
contient la puissance e p e p -ième d'un sous-groupe de Cartan non déployé (voir |Ser81| 
§8.4 Lemme 18' b3, §1.10 de [Ser72j et le lemme 23 (§2.1.1) de [Eck05p ; son image 
dans PGL(E'p) contient alors un élément d'ordre „„ cd /^ + e p+1 \ ■ 

Dans ces trois cas, on constate que l'image de G p dans PGL(£ , P ) contient un élément 
d'ordre supérieur ou égal à ^— . □ 

Démonstration, (de la proposition) 

On remarque que les groupes 2I4, 2I5 et 64 sont formés d'éléments d'ordre inférieur ou 
égal à 5. Or, pour tout p strictement supérieur à 20e p + l, on a ^— strictement supérieur 
à 5. Le lemme [231 permet donc de conclure. 

□ 

Corollaire 2.6. On suppose que p est strictement supérieur à 20d + 1. Alors G p n'est 
pas un sous-groupe exceptionnel de GL(E p ). 

Remarque 2.7. S'il existe une place de K au-dessus de p non ramifiée dans K/Q (c'est- 
à-dire, que l'indice e p vaut 1), la discussion plus précise du lemme 18 (§8.4) de [Ser81j . 
impliquant la connaissance des plongements de 2I4, 2I5 et ©4 dans PGL2(F p ), montre 
que l'hypothèse du corollaire 12.61 peut être remplacée par « p supérieur ou égal à 17 ». 

2.3. Normalisateur d'un sous-groupe de Cartan. Dans cette partie, on suppose 
que l'image G p de la représentation ip p est contenue dans le normalisateur d'un sous- 
groupe de Cartan, déployé ou non. Le groupe G p est alors d'ordre premier à p et la 
représentation ip p est irréductible si et seulement si elle n'est pas diagonalisable, c'est-à- 
dire que G p n'est contenu dans aucun sous-groupe de Cartan déployé de GL(E p ). 

On fera en fait ici une hypothèse plus faible, en supposant que G p est contenu soit 
dans le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan non déployé, soit dans le normalisateur 
d'un sous-groupe de Cartan déployé mais pas dans le sous-groupe de Cartan déployé lui- 
même. Ce cadre couvre tous les cas irréductibles, mais aussi certaines réductibles, de la 
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représentation ip p ; il suffit néanmoins pour obtenir que G p contient le sous-groupe des 
homothéties formé du carré de det(G p ). 

Proposition 2.8. On suppose qu'il existe un sous-groupe de Cartan déployé de GL(E P ) 
ne contenant pas G p , mais dont le normalisateur contient G p ; alors G p contient le sous- 
groupe des homothéties d'ordre — J 2 -? , (qui est supérieur ou égal à ^f)- 

Démonstration. Soient Cd un sous-groupe de Cartan déployé vérifiant les hypothèses de 
la proposition et N(Cd) son normalisateur (voir la partie [L2J] pour la description de ces 
sous-groupes). On se place dans une base de E p où Cd est formé des matrices diagonales 
et N{Cd) des matrices anti-diagonales. Soit g un élément de G p dont le déterminant est 
d'ordre ô p dans F*. 

On suppose d'abord que g est dans le sous-groupe de Cartan Cd- Par hypothèse, il 
existe un élément h de G p qui appartient au complémentaire de Cd dans N(Cd). La 
conjugaison par h échange alors les deux termes diagonaux de g ; on en déduit que 
l'élément hgh~ x g de G p est une homothétie de rapport det(g). 

On suppose ensuite que g est dans N(Cd)\Cd- On observe alors que le carré de g est 
une homothétie de rapport — det(g), contenue dans G p . 

On constate que dans les deux cas, G p contient une homothétie de rapport (det(g)) 2 , 
d'où le résultat. □ 



Proposition 2.9. On suppose que G p est inclus dans le normalisateur d'un sous-groupe 
de Cartan non déployé ; alors G p contient le sous-groupe des homothéties d'ordre — -rfe s ; 
(qui est supérieur ou égal à ^f). 

Démonstration. Soient C n d un sous-groupe de Cartan non déployé dont le normalisateur 
contient G p et N(C n d) ce normalisateur (voir la partie [L2. 21 pour la description de ces 
sous-groupes). Soit g un élément de G p dont le déterminant est d'ordre ô p . 

On suppose d'abord que g est dans le sous-groupe de Cartan C n d ; on vérifie alors que 
l'élément g p+1 de G p est une homothétie de rapport det(<?). 

On suppose ensuite que g est dans le complémentaire de C n d dans N(C n d) ; on vérifie 
alors que le carré de g est une homothétie de rapport — det(g), contenue dans G p . 

On constate que dans les deux cas, G p contient une homothétie de rapport (det(g)) 2 , 
d'où le résultat. □ 

Corollaire 2.10. On suppose que le déterminant de ip p est surjectif dans F* et que G p 
est contenu soit dans le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan non déployé, soit 
dans le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan déployé mais pas dans le sous-groupe 
de Cartan déployé lui-même ; alors G p contient tous les carrés des homothéties. 

Remarque 2.11. Soit j p un élément de Fp d'ordre ô p . D'après les démonstrations des 
propositions 12.81 et I2.9( le groupe G p contient une homothétie de rapport j p ou une 
homothétie de rapport — 7 p . Or, l'élément — 7 p de F* est d'ordre : 



• 



2ô p si ô p est impair ; 



• ■# si ô p est divisible par 2 mais pas par 4 ; 

• ô p si ô p est divisible par 4. 

On en déduit que, dans le cadre du corollaire (où ô p vaut p — 1), si p est congru à 1 
modulo 4, alors G p contient toutes les homothéties. 
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2.4. Résumé dans le cas irréductible et théorème sur Q. On peut rassembler 
les résultats sur les cas irréductibles de la représentation <p p en divers énoncés. J'en ai 
retenu ici deux versions : dans la première, la borne sur p ne dépend que du degré du 
corps K, mais l'indice du sous-groupe des homothéties contenu dans G p dépend aussi 
de K (toujours par son degré) ; dans la seconde, la borne sur p dépend du discriminant 
de K, mais on obtient que G p contient tous les carrés des homothéties. 

Théorème dans le cas irréductible (I). On suppose la représentation ip p irréductible. 
Sip est strictement supérieur à 20d+l, alors G p contient un sous-groupe des homothéties 
d'ordre supérieur ou égal à ^-. 

Démonstration. Par le corollaire 12.61 l'hypothèse faite sur p garantit que G p n'est pas 

un sous-groupe exceptionnel. Les propositions 12.21 12.81 et 12.91 garantissent alors que G p 

contient le sous-groupe des homothéties d'ordre d f 2 s ■, ; cet ordre est supérieur ou égal 

à p=± n 

a ^M- u 

Théorème dans le cas irréductible (II). On suppose la représentation (p p irréductible. 
Sip est non ramifié dans K et supérieur ou égal à 17, alors G p contient les carrés des ho- 
mothéties. Si de plus p est congru à 1 modulo 4, alors G p contient toutes les homothéties. 

Démonstration. Comme p est non ramifié dans K, le déterminant de cp p est surjectif 
dans ¥p (voir notation 12. ip , donc S p vaut p — 1 . 

Si l'ordre de G p est divisible par p, alors G p contient SL(E p ) et (p p est surjective. 
La remarque 12.71 assure ensuite que, p étant supérieur ou égal à 17, G p n'est pas un 
sous-groupe exceptionnel. Enfin, le corollaire 12.101 implique que G p contient les carrés 
des homothéties dans les cas irréductibles restants. La dernière assertion résulte de la 
remarque 12.111 □ 

Dans [Maz78j (théorème 1 de l'introduction), Mazur a montré que, lorsque le corps de 
base est celui des rationnels Q et que p n'est pas dans l'ensemble {2, 3, 5, 7, 13, 11, 17, 19, 37, 43, 67, 163}, 
alors la représentation lç p est irréductible. Les cas traités précédemment suffisent donc 
pour énoncer le résultat sur les homothéties contenues dans l'image de ip p pour le corps 
des rationnels, comme annoncé dans l'introduction. 

Théorème pour Q. On suppose que le corps K est égal à Q. Sip est supérieur ou égal 
à 23 et différent de 37, 43, 67 et 163, alors G p contient tous les carrés des homothéties. 
Si de plus p est congru à 1 modulo 4, alors G p contient toutes les homothéties. 

3. Cas d'une représentation réductible 

On suppose dans tout cette partie que la représentation (p p est réductible, c'est-à-dire 
que son image est contenue dans un sous-groupe de Borel de GL{E p ). 

La courbe E possède alors un sous-groupe d'ordre p globalement stable par l'action 
du groupe de Galois Gk- On fixe un tel sous-groupe W ; il lui est associé une isogénie 
de E de degré p, définie sur K. L'action de Gk sur W(K) est donnée par un caractère 
continu de Gk dans F* ; on le note A et, suivant la terminologie introduite dans [Maz78], 
on l'appelle le caractère d'isogénie associé au couple (E, W). On note Xp I e caractère 
cyclotomique, qui est aussi le déterminant de <p p ( |Ser72j . page 273). On fixe également 
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une base de E p dont le premier vecteur engendre W{K) ; dans cette base la matrice de 
la représentation ip p est triangulaire supérieure, de termes diagonaux (A,XpA _1 ). 

Le théorème de l'introduction pour une représentation <p p réductible est démontré dans 
la partie I3T31 Le raisonnement employé suit l'étude du caractère d'isogénie initiée par Ma- 
zur dans [Maz78j (§5 et 6) et poursuivie par Momose dans [Mom95| (voir aussi [Kra96], |Kra07| 
et [Bilj pour des discussions similaires). Les parties lïïTTl et I3T21 décrivent les propriétés 
locales de A, à savoir ses restrictions à des sous-groupes d'inertie ou de décomposition 
pour les places finies de K. Dans la partie 13.31 la théorie du corps de classes globale, 
appliquée au caractère À 12 , permet d'expliciter les situations présentant une obstruction 
à la présence d'un « gros » sous-groupe des homothéties dans l'image de <p p . Pour lever 
une de ces obstructions, on utilisera notamment les bornes uniformes pour l'ordre des 
points de torsion des courbes elliptiques en fonction du degré du corps de base ([Par99 , 
|Mer96j ). 

Les résultats des parties 13.11 et 13.21 sont déjà mentionnés et utilisés dans [Mom95j 
(§2). Pour la commodité du lecteur, on en a rappelé ici des énoncés adaptés à leur 
utilisation dans la partie 1331 et quelques éléments de démonstration (voir aussi la partie 1 
de [Dav08| ). 

Hypothèses 3.1. 

(1) Lorsque le corps de base est celui des rationnels, Mazur a montré ([Maz78j) 
que, si p n'est pas dans l'ensemble {2, 3, 5, 7, 13, 11, 17, 19, 37, 43, 67, 163}, alors 
la représentation ip p est irréductible. Dans toute cette partie, on supposera donc 
que le corps K est différent de Q. 

(2) Dans toute cette partie, on suppose également que le nombre premier p est non 
ramifié dans l'extension 



3.1. Action des sous-groupes d'inertie des places au-dessus de p. Soit p un idéal 
premier de K situé au-dessus de p. On fixe D p un sous-groupe de décomposition pour p 
dans Gk et on note I p son sous-groupe d'inertie. 

La proposition suivante généralise la proposition 5.1 (§5) de [MazTH] ; elle figure déjà, 
sous forme de remarque (remarque 1 de la partie 2), dans |Mom95j. 

Proposition 3.2. Il existe un entier a v valant 0, 4, 6, 8 ou 12 tel que la restriction 
au sous-groupe d'inertie I v de la puissance douzième du caractère d'isogénie A soit le 
caractère cyclotomique élevé à la puissance a p . 

Démonstration. On note K v le complété de K en p ; on en fixe une clôture algébrique K v 
et on note K„ r son extension non ramifiée maximale. On distingue le raisonnement selon 
si l'invariant j de E est entier ou non en p. 

On suppose d'abord que cet invariant j n'est pas entier en p. Alors E a potentiellement 
réduction multiplicative en p et il existe une extension K' p de A p , de degré au plus 2, sur 
laquelle E est isomorphe à une courbe de Tate QSil92 appendice C théorème 14.1). On 
note D'„ le sous-groupe de Dp correspondant au groupe de Galois absolu de K' et /' son 
sous-groupe d'inertie. 

D'après [Ser72| (proposition 13 de §1.12 et page 273 de §1.11), le caractère A restreint 
au sous-groupe IL est soit trivial soit égal au caractère cyclotomique Xp- Comme IL est 



BORNE UNIFORME POUR LES HOMOTHETIES 11 

un sous-groupe d'indice au plus 2 de I v , on obtient que À? 7 est soit trivial soit égal à %%■ 
Finalement A^ 2 coïncide avec Xp P pour a p valant ou 12. 

On suppose ensuite que l'invariant j de E est entier en p, c'est-à-dire que E a poten- 
tiellement bonne réduction en p. On note 6 p -i le caractère fondamental de niveau 1 du 
groupe d'inertie modérée I p de Kp (voir |Ser72| page 267) ; p étant supposé non ramifié 
dans l'extension K/Q, 9 P ^\ induit le caractère cyclotomique sur le groupe d'inertie Ip. Le 
caractère A restreint à I p , continu et à valeurs dans F* , se factorise par un caractère de I p , 
encore à valeurs dans F*. D'après la proposition 5 (§1.7) de [Ser72| . un tel caractère est 

de la forme v _ x , pour un entier a p . 

Il existe une extension KL de Kp sur laquelle E a bonne réduction ; comme dans 
la démonstration du lemme 12. 5\ on peut choisir K'„ d'indice de ramification sur Kp 
divisant 2, 4 ou 6. On note e p cet indice ; p étant supposé non ramifié dans K, e p est 
également l'indice de ramification absolu de Kp. On note également D p le sous-groupe 
de Dp isomorphe au groupe de Galois absolu de Kp, I p son sous-groupe d'inertie, Iij son 
groupe d'inertie modérée et QL\ le caractère fondamental de niveau 1 de 15. 

Comme E a bonne réduction sur KL le corollaire 3.4.4 de |Ray74| (ou le §1.13 de 
|Ser72j ) donne qu'il existe un entier r p , compris entre et e p , tel que le caractère A 
restreint à I p se factorise par le caractère (0'i) Tp de iLf. Or le groupe d'inertie modérée Iij 
s'identifie à un sous-groupe de I p sur lequel le caractère fondamental de niveau 1 de Kp 
induit la puissance e p -ième du caractère fondamental de niveau 1 de Kp ( |Ser72j §1.4). 
On obtient ainsi sur I p : 



\e D a 



pUp 



{e'^y* = (Vi) ttp = (0;_i, 

Comme le caractère 9' 1 est d'ordre p — 1, on obtient la congruence : 

(*) e p a p = r p mod p — 1. 
Comme e p est un diviseur de 4 ou 6, il divise 12. On a donc : 



12 12 

12a p = — e v a„ = — r p mod p — 1. 



e p 



On a déduit qu'on a sur I p 



\12 _ v ^ 



On est donc ramené à déterminer, pour chacune des valeurs possibles du couple (e p , r p ) 
(elles sont en nombre fini), la valeur de l'entier a p = — r p (modulo p — 1). On remarque 
que pour certaines valeurs du couple (e p , r p ), la congruence (*) n'a pas de solution en a p : 
c'est le cas lorsque e p est pair et r p impair. Pour d'autres valeurs de (e p ,r p ), l'existence 
d'un entier ai satisfaisant la congruence (*) donne une condition supplémentaire sur p : 

- si 3 divise e p mais ne divise pas r p , alors 3 ne divise pas p — 1, donc p est congru 
à 2 modulo 3 ; 

- si e p est égal à 4 mais ne divise pas r p , alors 4 ne divise pas p — 1 donc p est congru 
à 3 modulo 4. 



12 
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Le tableau suivant résume les valeurs possibles pour le couple (e p 



la valeur de a a 



12 



— r p correspondante, ainsi que les informations supplémentaires obtenues. Les cases 
marquées d'une croix correspondent aux cas où la congruence (*) n'a pas de solutions. 



e p 


1 


2 


3 


r P 





1 





1 


2 





1 


2 


3 


a P = f/p 





12 





X 


12 





4 


8 


12 


P 


- 


- 


- 


p = 2[3] 


- 



e P 


4 


6 


r P 





1 


2 


3 


4 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


a P = '5p" r P 





X 


6 


X 


12 





X 


4 


X 


8 


X 


12 


P 


- 


X 


P = 3 [4] 


X 


- 


- 


X 


P = 2 [3] 


X 


P = 2[3 


X 


- 



□ 



3.2. Places hors de p. Soit q un idéal premier de K qui n'est pas au-dessus de p. On 
note : 

• Kq le complété de K en q ; 

• kq le corps résiduel de K en q ; 

• Dq un sous-groupe de décomposition (fixé) pour q dans Gk ', 

• /q le sous-groupe d'inertie de Dq ; 

• Œq un relèvement (fixé) dans Dq du frobenius de kq ; 

• iVq la norme de q dans l'extension K/Q ; sa valeur absolue est le cardinal de k q . 
Le but de cette partie est de déterminer les images par le caractère d'isogénie À de a q 
et Iq. 

3.2.1. Invariant j non entier. On suppose dans cette partie que E a potentiellement 
réduction multiplicative en q. 

Proposition 3.3. Si E a potentiellement réduction multiplicative en q, alors 

(1) A 2 est non ramifié en q ; 

(2) A 2 (<T q ) vaut 1 ou (iVq) 2 modulo p. 

Démonstration. Il existe une extension K'„ de Kq, de degré au plus 2, sur laquelle E est 
isomorphe à une courbe de Tate ( |Sil92j appendice C théorème 14.1). 

Le sous-groupe de décomposition Dq est naturellement isomorphe au groupe de Galois 
absolu de Kq ; on note D'„ son sous-groupe correspondant au groupe de Galois absolu 
de Kq et IL le sous-groupe d'inertie de Dq. Le groupe D' q (respectivement 7 q ) est d'indice 
au plus 2 dans D q (respectivement Iq). Le corps résiduel k„ de K' est une extension de 
degré inférieur ou égal à 2 de k q ; on fixe un élément a„ de D' q qui induit sur une clôture 
algébrique kq de kq le morphisme de Frobenius de k'. 

Soit K'q une clôture algébrique de K' q ; l'ensemble E(K'„)\p] des points de p-torsion 
de E sur K'q est décrit par la suite exacte de D q -modules suivante (voir |Ser72j §1.12 ou 
[Së768] IV.A.1.2) : 



^(K 



E(K>)[p]^Z/pZ^0, 
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où /jLp(K') désigne le groupe des racines p-ièmes de l'unité de K' q et D' q agit trivialement 
sur Z/pZ. Deux cas sont possibles pour W(K'„), qui est un sous- .Démodule d'ordre p 
deE(W q )[p}. _ _ _ 

Soit l'intersection /j, p (K')nW(K') est réduite à l'élément neutre. Alors W(K' q ) s'envoie 
isomorphiquement (comme -Dl-module) dans Z/pZ. Ceci implique que D' agit triviale- 
ment sur W(K' q ) ; il en est donc de même pour I' et ai, qui ont ainsi une image triviale 
par À. 

Soit /j,p(K'„) et W(KL) coïncident. Alors I' q agit trivialement sur W(K') et a q agit 
sur W(K') comme le frobenius de k'„ agit sur les racines p-ièmes de l'unité de k' q ; ceci 
donne : A(<r q ) = \k' q \ mod p. 

Dans les deux cas, le caractère À est trivial sur le sous-groupe I' q , qui est d'indice au 
plus 2 dans I q ; on en déduit que À 2 est trivial sur I q . Pour déterminer la valeur de A(<7 q ), 
on raisonne selon les différentes possibilités pour l'extension k' q /k q . 

Si les corps résiduels k' q et k q coïncident, alors a 2 est un élément de D q qui induit 
sur k q le carré du morphisme de Frobenius de k q ; l'élément (o^c^ 1 ) 2 est donc dans I q ; 
on en déduit qu'on a : 

A(er 2 ) = A(<7 q 2 ) = \k' q \ 2 modp=|/c q | 2 mod p = (Nq) 2 mod p. 

Si le corps k q est de degré 2 sur k q , alors a q est un élément de D' q qui induit sur k q le 
morphisme de Frobenius de k q ; l'élément cr q a~ 2 est donc dans I q ; on en déduit qu'on a : 

\{a 2 ) = X(a' q ) = \k' q \ modp=jA; q | 2 mod p = (Nq) 2 mod p. 

D 

3.2.2. Invariant j entier. On suppose dans cette partie que E a potentiellement bonne 
réduction en q. 

On note K x l'extension galoisienne de K trivialisant le caractère d'isogénie A ; elle est 
cyclique et de degré divisant p — 1 . 

L'existence d'un point d'ordre p (choisi supérieur ou égal à 5) défini sur le corps K x 
assure le lemme suivant. 

Lemme 3.4. En toute place de K au-dessus de q, E n'a pas réduction additive. 

Démonstration. On rappelle ici rapidement les idées de la démonstration, qui proviennent 
du §6 de |Maz78| . 

Soient q A une place de K x au-dessus de q ; on note K q le complété de K x en q A et k' q 
son corps résiduel. On suppose par l'absurde que E a réduction additive sur K' q . 

Soit £ K i le modèle de Néron de E sur K' £ K / sa fibre spéciale et E Q K , la composante 



neutre de cette fibre spéciale. Alors : 

(i) le groupe £^,(k q ) est isomorphe à (k q ,+) ; 

(ii) le quotient £ K / (k'^/S^, (k' q ) est un groupe d'ordre au plus 4 ( |Sil92] appendice C 
§15 tableau 15.1 ou [BK75J tableau page 46) ; 

(iii) on dispose d'une application de réduction de E(K' q ) dans £ft-'(£; q ) qui est un 
morphisme de groupes. 
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Par définition de K' le groupe E(K') possède un point P d'ordre p. On raisonne selon 
l'image P de P dans £ K > (k'„) par l'application de réduction. 

Soit P appartient à la composante neutre de £ K >(k'). Alors P appartient au sous- 
groupe E (K'„) de E(Ki) formé des points envoyés dans £^,(k' q ) par l'application de 

réduction. Ce sous-groupe est décrit par la suite exacte de groupes suivante (|Sil92] VII 
§2 propositions 2.1 et 2.2) : 

— ► Ê K ,(m K ,) — > E°(K'J — ► (*£,+) — > 0, 

où E K / désigne le groupe formel associé à une équation de Weierstrass minimale de E 
sur l'anneau des entiers O k i de K'^ et m. K > l'unique idéal maximal de O k i . 

Comme p est différent de la caractéristique résiduelle de K' le groupe E K > (m K >) n'a 
pas de sous-groupe d'ordre p ( |Sil92| IV §3 proposition 3.2) Ceci implique que le sous- 
groupe engendré par P est envoyé injectivement dans (&!,+). Or le groupe (kL,+) n'a 
pas non plus de point d'ordre p. On obtient donc une contradiction. 

Soit P n'appartient pas à £^,(k'). Alors P engendre dans £ K >(k') un sous-groupe 

d'ordre p d'intersection triviale avec £^, (k'„). Ce sous-groupe s'envoie donc injectivement 

dans le quotient £ K t{k^)/£ Q K ,{k'^). Ce quotient étant d'ordre au plus 4, on obtient une 
contradiction avec le choix de p supérieur ou égal à 5. □ 

Proposition 3.5. Si E a potentiellement bonne réduction en c\, alors l'ordre de l'image 
du sous-groupe d'inertie / q par le caractère d'isogénie A divise 4 ou 6 ; en particulier, le 
caractère A 12 est non ramifié en q. 

Démonstration. L'image de I q par A est un sous-groupe de F* ; il est donc cyclique 
(et son ordre divise p — 1). D'autre part, A(I q ) est isomorphe au sous-groupe d'inertie 
de l'extension K /K en la place q (canoniquement défini car l'extension K /K est 
abélienne). Soient q A une place de K x au-dessus de q, K'^ le complété de K x en q A 
et K™ r l'extension maximale non ramifiée de K^. Alors A(/ q ) est aussi isomorphe au 
groupe de Galois de l'extension K'K™ r /K™ r . D'après le lemme I3T41 E a bonne réduction 
sur le corps K'^K^ r . 

Soit K Vp l'extension galoisienne de K trivialisant la représentation <p p ; elle contient K . 
Soient q^ p une place de K^ au-dessus de q A et K" le complété de K Vp en o^ p ; il contient 
naturellement K ' . Ainsi, le corps K"K™ r contient K' K™ r . 

Par ailleurs, p étant supérieur ou égal à 3 et différent de la caractéristique résiduelle 
de q, K''K™ r est la plus petite extension de K™ r sur laquelle E acquiert bonne réduction 
( [ST68] §2 corollaire 3 du théorème 2). Comme E a bonne réduction sur K'K^ r , on 
obtient que K^K™ r est inclus dans K'^K^ r . On en déduit finalement que les corps K''K™ r 
et K' q K™ r coïncident. 

D'après la démonstration du théorème 2 (§2) de [ST68] , le groupe de Galois de l'ex- 
tension K'iK™ ' /K™ r s'injecte dans le groupe des automorphismes de la courbe elliptique 
obtenue à partir de E Xk K 1 ' par réduction modulo (\ Vp . Les groupes pouvant surve- 
nir comme groupes d'automorphismes d'une telle courbe elliptique sont connus (|Sil92j 
appendice A, proposition 1.2 et exercice A.l) : ils sont soit cyclique d'ordre 2, 4 ou 6, 
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soit produit semi-direct d'un groupe cyclique d'ordre 3 par un groupe cyclique d'ordre 4, 
soit produit semi-direct du groupe des quaternions (d'ordre 8) par un groupe cyclique 
d'ordre 3. On vérifie alors que les sous-groupes cycliques de tels groupes sont d'ordre 
divisant 4 ou 6. □ 

Proposition 3.6. Si E a potentiellement bonne réduction en q, alors : 

(1) L'action de <r q sur le module de Tate enp de E a un polynôme caractéristique Pq(X) 
à coefficients dans Z (et indépendant de p). 

(2) Les racines de Pq(X) dans C sont conjuguées complexes l'une de l'autre et ont 
même valeur absolue W\Nc\\ ; elles engendrent dans C un corps L q qui est soit Q 
soit un corps quadratique imaginaire. 

(3) Pour tout idéal premier V q de L q au-dessus de p, les images des racines de P q 
dans Om/V* sont dans F* ; il existe une racine /3 q de Pq(X) telle que A(cr q ) soit 
égal à f3 q mod V^ . 

Démonstration. Les points 1 et 2 résultent du théorème 3 (§2) de [ST68]. Comme G p est 
inclus dans un sous-groupe de Borel, la réduction du polynôme -P q modulo p est scindée 
dans ¥ p et ses racines sont les réductions modulo 7-" 1 des racines de -P q dans L q ; ceci 
donne le point 3. □ 

3.3. Théorème dans le cas réductible. L'étude menée dans les parties 13.11 et 13.21 
permet de démontrer le théorème de l'introduction lorsque la représentation ip p est 
réductible : on obtient une borne dépendant du discriminant, du degré et du nombre de 
classes d'idéaux du corps de base K. 

Théorème dans le cas réductible. On suppose la représentation (p p réductible. Si p 
est non ramifié dans K et strictement supérieur à (1 + 3® dh ) 2 , alors G p contient un 
sous-groupe d'indice divisant 8 ou 12 des homothéties. 

On verra que les homothéties recherchées se trouvent dans le sous-groupe engendré par 
les images par (p p des sous-groupes d'inertie de Gk associés aux différentes places de K 
au-dessus de p; ces images sont notamment décrites par la famille de coefficients (a p ) p | p 
introduite dans la partie l3TTl (proposition l3.2|) . La démonstration du théorème se décompose 
ainsi en quatre lemmes, qui correspondent aux différentes familles (a p ) p | p possibles. 

On constate qu'il n'y a que deux situations présentant une obstruction à ce que G p 
contienne un « gros » sous-groupe des homothéties (lemmes 13.81 et 13.9p . La théorie du 
corps de classes globale appliquée à l'extension abélienne de K définie par la puissance 
douzième À 12 du caractère d'isogénie permet de borner les nombres premiers p pour les- 
quels ces obstructions surviennent. Dans un cas (lemme l3.9p . elle est levée en étudiant 
la compatibilité entre les actions sur le sous-groupe d'isogénie des sous-groupes d'iner- 
tie au-dessus de p d'une part et d'un morphisme de Frobenius pour une place de K 
au-dessus de 2 d'autre part. L'autre cas (lemme 13. 8|) provient de courbes elliptiques 
ayant un point d'ordre p défini sur une « petite » extension de K : on utilise alors les 
bornes uniformes sur l'ordre des points de torsion des courbes elliptiques qui figurent 
dans [Mer96j ou |Par99| . 

On rappelle qu'on a supposé, dès le début de la partie [3j p non ramifié dans K ; 
cette hypothèse implique en particulier que le caractère cyclotomique Xp es t surjectif 
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de Gk dans F* , car sa restriction à tout sous-groupe d'inertie de Gk en une place de K 
au-dessus de p l'est. 

On rappelle également qu'on a fixé au début de la partie [3] une base de E p dans 
laquelle la forme matricielle de ip p est triangulaire supérieure avec pour caractères dia- 
gonaux (A, XpA ). On remarque qu'on a, pour tout couple (a,/3) d'éléments de ¥ p : 

a p\ p _ (aP paP" 1 ^ (a 
a) ~ \ a p ) ~ \0 a 

Dans chacun des lemmes ci-dessous, on recherchera donc dans G p un élément dont la 
diagonale est une homothétie de rapport engendrant un sous-groupe d'indice divisant 8 
ou 12 de F*. 

Lemme 3.7. On suppose qu'il existe un idéal premier p de K au-dessus de p pour lequel 
le coefficient a p est égal à 6 ; alors G p contient les carrés des homothéties. 

Démonstration. Soient p un idéal premier de K au-dessus de p pour lequel le coefficient a p 
est égal à 6 et /p un sous-groupe d'inertie pour p dans Gk- 

D'après la démonstration de la proposition [321 P es ^ congru à 3 modulo 4 et la restric- 
tion à Ip du caractère d'isogénie À coïncide avec Xp V > pour un entier a p vérifiant : 4a p = 2 
mod p — 1. Il existe donc un entier relatif u vérifiant : 4a p = 2 + u(p — 1). Comme l'en- 
tier 2^_ est impair, on obtient que u est également impair et finalement on a : 2a'„ = 
1 + p -^- mod p — 1. On en déduit qu'on a : 

A| /p =X P =XpXp 2 ■ 
Ainsi, la restriction à I v du carré de la représentation ip p est de la forme 

, n 2 f X * \ XpXp 2 * 



XpXp 



2 



Comme p est congru à 3 modulo 4 et que Xp\i p es t surjectif dans F^ , l'image de I p par 



p-i 



le caractère XpXp 2 es t formée de tous les carrés de F^ . □ 

Lemme 3.8. On suppose qu'on est dans l'un des deux cas suivants : 

• pour tout idéal premier p de K au-dessus de p, le coefficient a p est égal à ; 

• pour tout idéal premier p de K au-dessus de p, le coefficient a v est égal à 12. 
Alors p est inférieur ou égal à (1 + 3 ) 2 . 

Démonstration. On suppose d'abord que tous les coefficients a p sont égaux à 0. 

D'après les propositions 13.31 et 13.51 le caractère A 12 est non ramifié hors de p. Par 
définition des coefficients a p (proposition 13.2p . A 12 est aussi non ramifié aux places au- 
dessus de p. Ainsi, l'extension K de K trivialisant A 12 , qui est abélienne, est non 
ramifiée en toute place finie de K. Le corps K est donc inclus dans le corps de classes 
de Hilbert de K ; son degré (sur Q) est donc inférieur ou égal à dh. Comme le caractère A 
est d'image cyclique, le corps K x qui trivialise A est une extension de degré divisant 12 
de K x . Son degré (sur Q) est ainsi inférieur ou égal à 12dh. 
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Or, la courbe E possède un point d'ordre p défini sur K x . Il existe alors plusieurs 
bornes pour p en fonction du degré de K x sur Q. On a choisi pour l'expression du 
lemme celle, obtenue par Merel et Oesterlé, qui figure dans les introductions de |Par99j 
et |Mer96j . 

Lorsque tous les coefficients a p sont égaux à 12, on considère le quotient de E par le 
sous-groupe d'isogénie W. 

On obtient une courbe elliptique E' définie sur K, isogène à E sur K ; la courbe E' 
possède E\p]/W comme sous-groupe d'ordre p défini sur K et le caractère d'isogénie 
associé à ce sous-groupe d'ordre p est XpX -1 - Le raisonnement précédent appliqué au 
couple (E' ,E[p]/W) donne alors la même borne pour p. □ 

Lemme 3.9. On suppose qu'on est dans l'un des deux cas suivants : 

• pour tout idéal premier p de K au-dessus de p, le coefficient a p est égal à 4 ; 

• pour tout idéal premier p de K au-dessus de p, le coefficient a p est égal à 8. 
Alors p est inférieur ou égal à (2 edh + 2 4dh ) . 

Démonstration. On suppose d'abord que tous les coefficients a p sont égaux à 4. Alors 
le caractère X 12 Xp A es t non ramifié en toute place finie de K ; on a donc X 12h = Xp h - 
On raisonne ensuite selon le type de réduction de la courbe E en une place fixée de K 
au-dessus de 2. Soit C une telle place et NC sa norme dans l'extension K/Q (en par- 
ticulier, NC est de valeur absolue inférieure ou égale à 2 d ). Avec les notations de la 
partie E21 on a X 12h (a c ) = (NC) 4h mod p. 

Si E a, potentiellement réduction multiplicative en C, alors d'après la proposition 13.31 
on a A 12 (<7£) = 1 mod p ou X 12 (ac) = (NC) 12 mod p. On en déduit que p divise l'un 
des deux entiers relatifs (NC) 4h - 1 ou (NC) 12h - [NC) ih ; ainsi, p divise (NC) 4h - 1 
ou (NC) 8h — 1. Comme ces deux entiers sont strictement positifs, on obtient que p est 
inférieur ou égal à leur maximum, qui est lui-même inférieur ou égal à 2 — 1. 

Si E a potentiellement bonne réduction en C, alors d'après la proposition 13.61 (et avec 
les notations comme dans cette proposition), on a : \ 12 (ac) = fi l c mod Vu- On a donc 
dans Lu : (3^? h — (NC) Ah = mod Vc- Comme les entiers algébriques 0^ h et (NC) 4h ont 
des valeurs absolues complexes différentes (respectivement (NC) &h et (NC) 4h ), ils ne sont 
pas égaux. On en déduit que p divise l'entier relatif non nul N Lc /q {fi x ^ h — (NC) ih ) dont 

la valeur absolue est inférieure ou égale à [(NC) 6h + (N£) 4h ) et finalement à (2 &dh + 2 Adh )' 
(qui est strictement supérieur à 2 sdh — 1). 

Lorsque tous les coefficients a p sont égaux à 8, on procède comme à la fin de la 
démonstration du lemme I3TB1 : on se ramène à une courbe isogène à E sur K, possédant 
un sous-groupe d'ordre p défini sur K pour lequel le caractère d'isogénie est égal à XpX~ x 
et on applique le raisonnement précédent. □ 

Remarque 3.10. Pour tout réel x supérieur ou égal à 1, on a 



;i + (3 6 )T >((2 6 f + (2 4 )y. 



C'est pourquoi la borne du lemme ETÏÏl prévaut sur celle du lemme [3791 dans l'énoncé du 
théorème de l'introduction. 
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Lemme 3.11. On suppose qu'il existe deux idéaux premiers p etp' de K au-dessus de p 
pour lesquels les coefficients a p et cy sont distincts; alors G p contient un sous-groupe 
d'indice divisant 8 ou 12 des homothéties. 

Démonstration. Soient p et p' deux idéaux premiers de K au-dessus de p pour lesquels 
les coefficients a p et oy sont distincts ; on fixe Ip et fy des sous-groupes d'inertie pour p 
et p' dans Gk- 

D'après le lemme I37T1 on peut se contenter de traiter le cas où a p et a p > sont différents 
de 6. Les paires possibles pour les valeurs de a p et cy sont alors : 

{0, 4}, {0, 8}, {0, 12}, {4, 8}, {4, 12}, {8, 12}. 

On traite chacune de ces valeurs successivement. On note x un élément générateur de F* . 
Si la paire {ap,ap*} est {0,4}, alors la restriction de la puissance douzième de ip p à Ip 
est de la forme 

'1 



,12 



VV'-Ko xl 2 



et sa restriction à Ip> est de la forme 



Comme la restriction de Xp à Ip (comme à Ip') est surjective dans F* , on obtient que G p 
contient un élément de diagonale (l,x~ 12 ) et un autre de diagonale ((x 3 ) 4 , (x 3 ) 8 ) ; leur 
produit donne un élément de diagonale (x 12 ,x 12 ). Ainsi, G v contient Phomothétie de 
rapport x 12 . Comme p est congru à 2 modulo 3 (démonstration de la proposition 13.2p . 
l'élément x 3 engendre aussi F* ; on en déduit que G p contient les puissances quatrièmes 
des homothéties. Le cas de la paire {8, 12} se traite de manière similaire. 

Si la paire {ap,ap/} est {0, 8}, alors G p contient un élément de diagonale (1, x 12 ) et un 
autre de diagonale ((x 3 ) 8 , (x 3 ) 4 ) ; leur produit donne un élément de diagonale (x 24 ,x 24 ). 
Comme p est congru à 2 modulo 3, x 3 engendre aussi F* donc G p contient les puissances 
huitièmes des homothéties. Le cas de la paire {4, 12} se traite de manière similaire. 

Si la paire {ap,ap>} est {0, 12}, alors G p contient un élément de diagonale (l,x 12 ) et 
un autre de diagonale (x 12 ,l) ; leur produit donne un élément de diagonale (x 12 ,x 12 ). 
Dans ce cas G p contient les puissances douzièmes des homothéties. 

Si la paire {ap,ap>} est {4,8}, alors G p contient un élément de diagonale (x 4 ,x 8 ) et 
un autre de diagonale (x 8 ,x 4 ) ; leur produit donne un élément de diagonale (x 12 ,x 12 ). 
Comme p est congru à 2 modulo 3, x 3 engendre aussi F* donc G p contient les puissances 
quatrièmes des homothéties. □ 
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